Logika & razvedrilna matematika

Barvni sudoku

V n x n kvadratkov moras vpisati zacetna naravna Stevila od 1 do n tako, da bo v vsaki vrstici,
v vsakem stolpcu in v kvadratkih iste barve nastopalo vseh n Stevil.
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Latinski kvadrati

V n x n kvadratkov moras vpisati zacetne ¢rke A, B, C, ... tako, da bo v vsaki vrstici, v
vsakem stolpcu nastopalo vseh n ¢rk.
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Sudoku s érkami

V n x n kvadratkov moras vpisati zacetna naravna Stevila od 1 do n tako, da bo v vsaki vrstici,
v vsakem stolpcu in v kvadratkih z isto ¢rko nastopalo vseh n Stevil.
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Futoshiki

V n X n kvadratkov moras vpisati zaCetna naravna Stevila od 1 do n tako, da bo v vsaki vrstici
in v vsakem stolpcu nastopalo vseh n Stevil ter da bodo izpolnjene vse relacije.
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Rdedi kvadratki

Naloga reSevalca je, da poiSce vse skrite rdec¢e kvadratke in jih oznadi z R. Pri tem veljata
naslednji pravili: a) Vsako Stevilo v preglednici pove, koliko sosednjih kvadratkov je rdecih.
Kvadratek je soseden kvadratku, ¢e imata skupno stranico ali ogli$¢e. b) Kvadratki s
Stevilkami niso rdeci.
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Lastnosti lika

Ugotoviti moramo lastnosti lika. Lik ima obliko (trikotnik, kvadrat, petkotnik), velikost (majhen,
srednji, velik), barvo (rumen, oranZen, moder) in debelino (tanek, debel). Lahko si izberemo tudi le
nekaj prvih lastnosti. Dano je nekaj stavkov v simbolni obliki in njihova resni¢nostna vrednost (R
za resniCen in N za neresnicen). Stavki so lahko enostavni, na primer, “Rumen” pomeni, da je lik
rumen, ali sestavljeni, na primer, “Velik A Moder” pomeni, da je lik velik in moder; ‘“Petkotnik v
Tanek”, pomeni, da je lik petkotnik ali tanek;

“Debel v Oranzen” pomeni, da je lik ali debel ali oranZen; ; "Tanek = Rumen" pomeni: Ce je lik
tanek, potem je rumen; "Moder < Velik" pomeni: lik je moder, ¢e in samo ce je velik).

Srednji R
oblika

Majhen \/ OranZen R
velikost

Kvadrat V Rumen N
barva

OranZen A Trikotnik R

Kvadrat R

Velik R
oblika

Srednji /\ Majhen N
velikost

Srednji = Trikotnik R

Velik A Kvadrat R

Moder R
Kvadrat N oblika
Rumen = Srednji R velikost
Majhen < Srednji R barva

Kvadrat V Petkotnik R

Majhen N
oblika

Kvadrat /\ Srednji R
velikost

Majhen < Srednji N
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DolocCi razpored znakov
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NI

Gobel

Kvadratke v razpredelnici moras pobarvati sivo tako, da bo zaporedje sivih pasov v vrstici
ustrezalo zaporedju Stevil na desni, in da bo zaporedje sivih pasov v stolpcu ustrezalo

zaporedju Stevil pod njim.
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Krizne vsote

Naloga reSevalca je, da izpolni bele kvadratke s Stevkami od 1 do 9 tako, da je vsota Stevk v
zaporednih belih kvadratkih po vrsticah in stolpcih enaka Stevilu, ki je zapisano v rdecem
kvadratku na zacetku vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem pa morajo biti vse Stevke
v posamezni vrstici (stolpcu) razli¢ne.
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11

Krizni produkti

Naloga resevalca je, da izpolni bele kvadratke s Stevkami od 2 do 9 tako, da bo zmnozZek Stevk

v zaporednih belih kvadratkih po vrsticah in stolpcih enak Stevilu, ki je zapisano v sivem

kvadratku na zacetku vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem pa morajo biti vse Stevke

v posamezni vrstici (stolpcu) razli¢ne.
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Labirint na kocki

Povezi to¢ki na kocki:
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Labirinti na enostavnih poliedrih

Povezi toc¢ki na poliedru:
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Povezi sliCici, ki pripadata isti grupi

iﬁm?ﬁgsig?

-‘-1'¢»E
oEoeS R

N




Logika & razvedrilna matematika 15

Povezi sliCici, ki pripadata isti grupi
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Prostorska predstavljivost

a) Katero Stevilo moramo vpisati na mesto znaka ??, da bosta stranici pripadali istemu robu
poliedra?
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b) Katero Stevilko moramo vpisati na mesto znaka ??, da bosta ogliS¢i pripadali istemu
oglis¢u poliedra?
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Imena likov

Dane so resni¢nostne vrednosti stavkov (R ali N). Poiskati je treba imena likov, Ki so zacetne
¢rke v zaporedju A, B, C, D, E, ...Liki so treh oblik (trikotnik, kvadrat, petkotnik), treh
velikosti (majhen, srednji, velik) in treh barv (oranzen, zelen ali rumen).

Doloci razpored objekov in poisci
najniZji stavek , ki je odvisen od ostalih !

ne,
A

1. Rumen (C) N
2.Levood (A, B) [R
3.Levood (A, B) [R

Doloc¢i razpored objekov in poisci
najnizZji stavek , ki je odvisen od ostalih !

@

1. Petkotnik (C) R
2. Manjsi kot (B, C) N
A 3. Desno od (A, D) N
4. Srednje v. (B) V —Zelen (A) [R
Doloc¢i razpored objekov in poisci
najniZji stavek , ki je odvisen od ostalih !
1. Velik (A) N
2.Levood (A,B) [R
A<> 3.Pod (A, O) R
4. Vegjikot (C,D) [R
Doloci razpored objekov in poisci
najniZji stavek , ki je odvisen od ostalih !
Q 1. =Srednje v. (O R
2.Pod (B, D) R
C 3. Nad (D, E) N
4. Desno od (C, E) N
A 5. ~Trikotnik (E) & Majhen (A) |R
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Doloci razpored objekov in poiSci
najniZji stavek , ki je odvisen od ostalih !

O

1. Levo od (A, B) R
. 2. =0Oranzen (C) V Oranzen (B) |R
3. Majhen (A) = -Kvadrat (C) |R

&

Dolo¢i razpored objekov in poiSci
najnizji stavek , ki je odvisen od ostalih !

1. Levo od (A, C) N
2. = Velik (C) = —Majhen (D) N
3. Petkotnik (B) ¥ —=Oranzen (B) |R
‘ . 4 -Rumen (B) & Rumen(A) |N
Doloci razpored objekov in poiSci
najnizji stavek , ki je odvisen od ostalih !
' 1. Desno od (C, D) N
2.Levood (A, B) N
3. -Zelen (B) V —Trikotnik (B) [R
4. Majhen (B) A Trikotnik (D) [N
Dolo¢i razpored objekov in poiSci
najnizji stavek , ki je odvisen od ostalih !
1. Pod (C, E) R
2. Manjsi kot (D, E) N
3. Velik (C) V =Oranzen (A) |[R
4. Oranzen (E) A Majhen (D) [N
‘ 5. Rumen (C) A Oranzen (E) [R
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Dolo¢i razpored objekov in poiSci
najnizji stavek , ki je odvisen od ostalih !

O

Q 1. Lik A ni rumen. R
2.Lik A je vegjikot C. |N

3. Lik A je manjSikot C. [R

Dolo¢i razpored objekov in poisci
najnizji stavek , ki je odvisen od ostalih !

O]

1. Lik D je oranZen. R
O 2. Lik B je manjsi kot C. N
A 3. Lik C je manjsi kot D. N
O 4. Lik B ni petkotnik, ¢e in samo ¢e je lik C rumen. [R
Dolo¢i razpored objekov in poiSci
najnizji stavek , ki je odvisen od ostalih !
A A 1. Lik B je majhen. R
2. Lik C je manjsi kot D. |R
3. Lik A je nad C. R
4.Lik A jepod C. N
Doloci razpored objekov in poisci
najnizji stavek , ki je odvisen od ostalih !
1. Lik B ni zelen. N
A 2.Lik A jepod B. N
3. Lik D je desno od E. R
4.Lik D je desno od E. R
A Q 5. Lik E ni zelen, ¢e in samo ¢e lik A ni oranZen. | N

Razpis za najlepso poliedrsko jelko
Posljite fotografije svojih novoletnih jelk, okrasenih s poliedri, do 15.1.2016.
Najlepse jelke bomo objavli na strani: http://www.logika.si/revija/poliedri.htm
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Labirinti na robovih poliedra

V naslednjih nalogah moramo povezati dve oglis¢i poliedra, ki je podan z mrezo. Poiskati moramo
pot od modre do oranZne tocke. Iz ene toCke lahko gremo do druge tocke, ce je med njima zelena

Crta ali pa toCki predstavljata isto ogliS¢e poliedra.

1.
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Labirinti na zemljevidu

1.

~—
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Vecdelni labirinti na zemljevidu

1.
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Odstranjene kocke

Dan je kvader, ki sestoji iz kockic. Odstranimo vse kocke, ki so zaznamovane ¢rno od vrha do
dna, od leve do desne in od spredaj do zadaj. Koliko kock smo odstranili?

—

-

=
B
¥
T

H
=
o




Logika & razvedrilna matematika 29

Nagradna logicnha naloga

Stirje prijatelji (Borut, Janez, Ivo, Peter) z raznimi priimki (Gorjanc, Hafner, Kranjc, Novak) imajo
razne poklice (zdravnik, kuhar, politik, sodnik).
Za vsakega ugotovi ime, priimek in poklic.

. Borut ni politik.

. Novak ni ne politik ne kuhar.
. Kranjc ni ne politik ne kuhar.
. Gorjanc ni po poklicu politik.
. Kranjc ni po poklicu sodnik.
. Ivo ni politik.

. Borut ni zdravnik.

. Janez se piSe Novak.

01NN B W —

GOrJjanc
Hafner
Eranijc
Nowal
zdravnik
kuhar
politik
godnik

Eorut

Janes

Iwvo

Feter

gdrannilk

kuhar
politik
sodnik

itne priimek poklic
BEorut
Janez
Ivo

Peter

Resitev nagradne uganke posljite do 15.1.2016 na naslov Logika d.o.o., Svetéeva pot 11, 1241
Kamnik, s pripisom »Nagradna uganka«.

Naslednji reSevalci nagradne uganke iz 1. Stevilke bodo prejeli poSevno prizmo in bon za 10%
popust pri nabavi proizvodov v internetni trgovini Medex ( http://www.medex.si/prodajalna-medex/
): L.T. Ribnica, A.N. Jesenice, L.B. Prem, L.O. Vrhnika, T.Z. Dobje pri Planini, L.P. Ziri in V.D.
Celje.

Medex je sponzor 26. tekmovanja iz razvedrilne matematike.

mepex
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Kocki doloCi mrezo

Vsaki mreZi na desni (ve¢ja mreza) doloci mreZo iste kocke na levi.
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Labirint v kvadru

Kvader sestoji iz vodoravnih slojev kockastih oddelkov (zgornji, srednji in spodnji sloj so dani od
leve proti desni). Odebeljene Crte preprecujejo prehajanje med sosednima oddelkoma istega sloja.
Med oddelkom in oddelkom neposredno pod njim lahko prehajamo, ¢e in samo Ce je prvi pobarvan
belo.

Pois¢i najkrajSo pot od oddelka s smeskom do oddelka s srcem! Pot oznaci z zaporednimi
naravnimi Stevili tako, da oddelek s smeskom oznacis z 1, vsak naslednji sosednji oddelek (kocko)

pa z Stevilom, vec¢jim za 1.
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Protislovna mnozica 1zjav

V naslednjih nalogah bomo imeli neko situacijo z liki in mnoZico pogojev, to je stavkov z
resnicnostno vrednostjo. Vsaj en pogoj bo v protislovju z ostalimi in s situacijo. Kaj to pomeni? To
pomeni, da se da negacija tega pogoja izpeljati iz ostalih pogojev in iz situacije. Pomembno se je
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zavedati, da je vecina informacije v sliki. Na primer, ¢e bi v spodnji situaciji imeli pogoj, da je A
kvadrat, potem je seveda ta pogoj v protislovju z drugimi pogoji (ker je v protislovju s sliko), ne
glede, kaksni so. Ali je lahko vec pogojev v protislovju z ostalimi. V splo$nem bi se lahko zgodilo.
Recimo, da je drugi pogoj, da je B kvadrat. Ali pa, da imamo pogoje: A je trikotnik, B je trikotnik,
C je trikotnik. Ker sta le dva trikotnika, je vsak pogoj v protislovju z drugima dvema.

Da dokazemo, da je ta pogoj v protislovju z ostalimi, moramo izpeljati njegovo negacijo iz situacije
in ostalih pogojev.

Dana je situacija z liki, katerih imena so A, B, C in D, in mnozica pogojev (stavkov z resni¢nostno
vrednostjo). DokaZi, da je ta mnoZica protislovna.

1. Lik C je trikotnik.
A@ 2. Lik C jedesno od D.

3. LK A je vegji kot D.

@ i j 4. Lik A ni kvadrat, ¢e in samo ¢e lik A ni velik.

Resitev:
Pogoj pod stevilko 3
je v protislovju z ostalimi pogoji .

z| z| A =

)
® A

(Da je pogoj 3 v protislovju z ostalimi, nam omogoca najlazjo ugotovitev protislovja. Lahko pa je
tudi kaksSen drugi pogoj v protislovju z ostalimi).

Dokaz:

1. C=3 ali C=2 (1. pogoj).

2. D#2 (2. pogoj).

3. A je kvadrat, ¢e in samo Ce A ni velik (4. pogoj). A je velik, A=2.

4. C=3 (sledi iz 1 in 3).

5. Toda A je edini velik lik, zato je vecji od D, ne glede ali je D=1 ali D=4.

To je v nasprotju s 3. pogojem.

Dodatek za velikost:

oA
O n

OO ANA
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Naloge:

1. Lik A je majhen. R

2. Lik A je vecji kot C. R
3. Lik C je majhen in lik C je petkotnik. [R

2.
@ 1. Lik C ni majhen. N
2. Lik A je manjsi kot C. R
3. Lik A ni kvadrat ali lik C ni kvadrat. | N
3.
1.Lik A jelevood C. R
2.Lik A jenad B. R
<> 3. Lik A ni velik in lik A ni bel. [R
1.
4.

1. Lik A je vegji kot C.
2. Lik B ni majhen in lik B ni trikotnik.

ij 3. Ce lik A ni petkotnik, potem lik B ni velik.

@ Lk Cmmahen, |R
2.Lik A jepod B. R

3.Lik B jedesnood C. |R
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@
JAN
A\
@
A

1. Lik A ni siv. R
2. Lik A je vecji kot B. R
3. Celik C ni bel, potem lik C ni velik. |R

1. Lik C je velik. N

2.Lik B jepod C. N

3.Lik A je manjsikot C. |R

1. Lik C jenad D.

2. Lik A je manjsi kot C.

3. Lik B je srednje velikosti, ¢e in samo ¢e je lik A petkotnik.

4. Lik D ni velik, ¢e in samo Ce je lik D kvadrat.

~ 'zl A =z

1. Lik C je manjsi kot D.

2. Lik A ni velik ali lik A ni bel.

3.Lik D je velik ali jelik D bel.

Z A 'z Z

4. Lik C ni bel ali lik B ni bel.

1. Lik A jepod D.

2. Lik A jelevo od D.

3. Al jelik Asivali jelik B kvadrat.

4. Ce jelik D petkotnik, potem je lik C siv.

z|Zz =z ?
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11.

12.

13.

14

15.

1. Lik A je velik.

2.Lik B jenad D.

3. Celik D ni majhen, potem je lik B bel.

= z|z|=

4. Lik C je petkotnik in lik A je majhen.

1. Lik A je nad C.

2.Lik B jepod C.

3. Lik A nisiv, e in samo Ce je lik C bel.

~| z 2 z

4. Ali jelik B bel ali lik A ni petkotnik.

1. Lik D je trikotnik.

2.Lik A je desnood C.

3. Lik C je vegji kot D.

= | =z =

4. Ce lik C ni bel, potem lik B ni kvadrat.

1. Lik A ni kvadrat.

2. Lik A jelevo od B.

3. Ce jelik B kvadrat, potem je lik C srednje velikosti.

4. Lik C ni majhen ali lik A ni majhen.

zl =z~

1. Lik D ni siv.

2.Lik A jenad D.

3. Al lik B ni petkotnik ali lik A ni siv.

4. Lik Cni velik, ¢ein samo ¢e jelik D velik.

Z 7~z =z
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16.

1. Lik A ni majhen. N
2. Lik A jelevo od B. R
3. Lik D je majhen in lik D ni petkotnik. R
@ 4. Lik B ni srednje velikosti in lik D je kvadrat. R
17.
1. Lik A je vegji kot B. R
2.Lik C jepod D. N
3. Lik C je velik ali lik B ni siv. N
: 4. Lik C ni majhen, ¢e in samo Ce lik A ni bel. |R
18.
1. Lik B je vedji kot E. N
2.Lik C jenad D. R
3. Alilik D ni kvadrat ali je lik E bel. R
A 4. Lik E ni trikotnik ali je lik C velik. N
@ 5. Lik B je kvadrat, ¢e in samo ce lik D ni majhen. |R
19.

1.Lik D jelevo od E.

2.Lik D je vedji kot E.
3. Lik A mi trikotnik, ¢e in samo ¢e lik A ni kvadrat.

4. Ce lik B ni kvadrat, potem lik B ni majhen.

e 5.Ce jelik B velik, potem je lik E siv.

z|z| R R =z

1. Lik B je velik.
2. Lik C je desno od E.

3. Lik C je desno od D.
A 4. Ali jelik A petkotnik ali je lik A kvadrat.

5. Celik C ni velik, potem je lik C petkotnik.

z|Z A =z
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21.

22.

23.

24.

1. Lik B je desno od E.

2.Lik B jenad E.

3. Ce jelik C bel, potem je lik B velik.

4. Ali lik C ni trikotnik ali je lik D kvadrat.

5. Ce jelik D kvadrat, potem lik C ni trikotnik.

zlzlz]|Zz =z

1. Lik B je vecji kot D.

2.Lik A jesivali jelik E srednje velikosti.

3. Ali jelik Bsivali jelik C trikotnik.

4. Lik A je trikotnik ali je lik B srednje velikosti.

5. Lik A ni trikotnik, ¢ein samo ¢e je lik B trikotnik.

~ oz zz R

1. Lik B ni siv.

2.Lik A jenad C.

3. LK B je vedji kot C.

4. Ce jelik E velik, potem je lik E petkotnik.

5. Lik E je srednje velikosti in lik E je majhen.

T REEE

1. Lik E ni trikotnik.

2.Lik B jenad E.

3.Lik A je nad B.

4. Lik D ni siv in lik E je bel.

z| Z z| z| Z

5. Lik C ni kvadrat ali je lik E velik.

1. Lik D je petkotnik.

2.Lik C jenad E.

3. Lik E je majhen ali je lik B siv.

4. Lik E je petkotnik in lik E ni velik.

~| |z Z =z

5. Ali jelik A kvadrat ali je lik E velik.
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26.

1. Lik C je vecji kot D.
Q 2.Lik B jenad C.

o 3 LKE jesv Tk C jesiv.
4. Ali jelik F petkotnik ali lik F ni trikotnik.

j 5. Lik E ni velik in lik E je srednje velikosti.

i 6. Lik B ni trikotnik in lik D je bel.

1. Lik C jenad D.

2.Lik A jepod E.
<4> 3. Lik F ni petkotnik in lik E ni petkotnik.

4. Ce jelik B bel, potem lik E ni srednje velikosti.

5. Lik E ni majhen, ¢e in samo e je lik D siv.
@ 6. LKk B je petkotnik in ik A ni trikotnik.

EEEEEE

27.

EEREEE

28.

@ @ 1. Lik B ni siv.
2.Lik C jelevo od E.
3.Ce jelik B petkotnik, potem lik F ni majhen.
A\ A 4. Ce lik C ni trikotnik, potem lik C ni siv.
5.Ce jelik C siv, potem lik A ni srednje velikosti.

i j 6. Lik C je velik, ¢e in samo ce je lik F velik.
a a 1. Lik D ni srednje velikosti.

e 2. Lik A je vedji kot F.
3. Lik A jedesnood C.
@ 4. Ali jelik E trikotnik ali lik A ni siv.
5. Ce lik B ni trikotnik, potem je lik F petkotnik.
6. Lik Fnisivali jelik A srednje velikosti.

z|R|Z|z|R =z

29.

PEIEEEE

30.

1. Lik F je bel.

2.LikEjenad F.

A 3. LK A je vedji kot E.
@ /oA 4.1k D ni petkotnik in ik B ni trikotnik.

5. Ce je lik B trikotnik, potem je lik D srednje velikosti.

z| Rz ® z z

i E ii @ 6. Lik C ni srednje velikosti in lik B ni srednje velikosti.
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Enacbe, podobne kemijskim, z enim atomom

Dana je kemijska enacba in pripadajoca diofantska enacba ax+by=cz, ki jo obravnavamo kot
Frobeniusovo enacbo ax+by=e, to je, iS¢emo nenegativne resitve te enacbe. Naravni Stevili a in b
sta tuji. Najvecje stevilo, za katerega enacba ax+by=e, nima nenegativnih resitev, je ab-a-b, se
imenuje Frobeniusovo §tevilo. Seveda pa se lahko zgodi, da ima enac¢ba nenegativne resitve tudi pri
Stevilih, ki so manj$a od Frobeniusovo Stevilo (f). Zato je najlaZe enacbo reSiti s tabeliranjem izraza
ax+by. Dovolj je, da to naredimo samo do vrednosti ab. Pri kemijskih enacbah iS§¢emo najmanjse
Stevilo z. Poi§¢emo prvi veckratnik $tevila c, za katerega ima enacba nenegativne resitve. Ce je
c>ab-a-b, je z=1.

40y
w01 ]2 )53 |4
R I LR ER A Rk xhs + yhe =zh Sxtby
A +9y =11z T |4 [13 |22 (31 [40 xup |0 ERERE
Z |2 |17 |26 |35 |4 Jr+by =7z O [0 |6 (12 [12 |24 |30
=13 3 (12 |21 |30 |39 |42 P T |5 |11 |17 |23 |29 |35
4 (16 |25 |34 |43 |52 = 2 |10 |16 |22 |22 |34 [40
TIRE 5 |20 |29 |38 |47 |5 3 |15 |21 |27 |33 |39 |45
T & |24 [33 |42 |51 |60 {x x} f a4 |20 |26 |32 |3 |44 |50
w2 7 |28 |37 |4 |55 |64 il _ 5 |25 |31 (37 (&3 |9 |53
RYRE T (32 |41 |30 |59 |62 i & |30 |36 |42 48 |34 |60
T |36 45 |54 |63 |72 {13 11 |3
Satliy
Xy 112134 |5
xéhs + phig =zhgs ? 2 1? j;' i;j ji :g xha + phg = Zhg - sz;-Sy4 _
X~
Sx+12y =13z CRLCN RS ECNECH KN | PR PRLE -t e e
T [7 (15|33 |31 |59 47 |55 | &3
= i iﬂ ;? :: éf ?2 :ﬂ J=Al 7 (14 |22 |30 |38 |46 |34 |62 |70
e CIEEE R e
! U A R R R :f} 1 3|35 |43 |51 |50 |67 |75 | &3 |01
|2 G Gl R el K 2 £ |42 |50 |33 |66 |74 |32 |90 | 9=
{13, 213 |2 e T T[40 |37 |63 |73 |81 |29 |97 103
GERPAE 10 |30 |62 [74 |26 |92 [110 e
T35 (67 (70 (o1 (I 115 , T |56 |64 |72 |20 |58 |96 104 [112
T2 (60 |72 |24 |96 |108 120 i3, 30 >

"Balancing Abstract Chemical Equations with One Kind of Atom"
http://demonstrations.wolfram.com/BalancingAbstractChemicalEquationsWithOneKindOfAtom/
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Primer1 za Eulerjevo metodo resevanja

diofantskih enacb

"Euler's Method for Solving Linear Diophantine Equations”

Ix+ 7y = 13 x=4—2y+(1%j z=1_;" 2 - z17z
¥ =1-3=
¥4+ 22 =1 F=1-3=
Ip EX
dx + 7y = 1& r=d-F + (== = - ==
4 4 x=4-7s
2y + 4=z =0 y:—z+(—§j 5=—§ ¥ = 4=
E = -35
z + 25 =10 z=-325
Sx + 9y = 22 a=2-% + (2 (E-2¥0 =121 (2-4%)
® * = §-3=
4y 4 5= = & y=—s+(=;’j 5= =% ¥ = -Z24+5 &
! ! 5 = £E-43¢%
s + 35 = Z s=Z2-35%
fa + lly = 23 #=3-y + (X (5-5¥0 z =2 (5-5¢)
£ i w= 2-11x
S5y 4 6s = § F=1l-=z 4+ (-%) s=_% ¥ = 146 =
* s 5 = -5 F
s + 55 =10 5=-5F
Tx + 9y = Z6 x=2-y + (2 (E-2 1) z=11(5_Z
! ! €= 5-9¢=
Ey + 7z = § p=2-2g 4+ (E) 5= 1= ¥ = -14+7T=
: : s = 1l-Z=
5 + £5 = 1 s=1-&=x
Fax 4+ 11y = 20 x=2-y + (2 {2-2 N z=1¢2_2
il il = 7-1ls
Ey + 9z = 2 p=1l-dg 4+ (=) = A== ¥ = -2+9 =
: : s = 1l-Z=
5 + £5 = 1 s=1-&=x
Fx 4+ 13y = 24 =3 -5 + (1 (-5 g0 5=1('?—5y)
L] )
R 1 = -34+13 ¢
Ey + 9= = 7 y—l—5+(;(2—45)) s—:(Z—‘ls) P
iz ax Z = -2 45 ¢
45 4 55 = Z 5——5+(T) *—T E = 2-4%¢#
F + d¢ = Z E=Z-3%
Ga o+ 12y = 2E A= d-¢ 4 (-5 = _2F
1 1
fyr + 8z =0 =-z + (-3} z=_3= x* = d-12 2
* * v o= Sa
2z o4+ 55 =10 z=-5 4+ [-%%) r=_1= 5 = -5z
3 3 E oz da
Er 4+ 2t =0 E=-f 4 (=51 u=_= T = -2
H H
t +2u=0 t=_-Im

http://demonstrations.wolfram.com/EulersMethodForSolvingLinearDiophantineEquations/
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Gumbi s konstantno Sirino

V L&RM, 22. letnik, §t. 4, smo se spoznali z liki in telesi s konstantno Sirino. Kot uporabo smo
navedli nekaj kovancev. Nova uporaba pa so gumbi s konstantno $irino.

Dobri so zato, ker se laZe potisnejo skozi gumbnico. Gumbi so izdelani v podjetju Dolejsi modni
gumbi d.o.o., (http://dolejsi.si/). Se nekaj izdelkov tega podjetja:

V podjetju izdelujejo gumbe in dodatke iz naravnih materialov in plastike.
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Zlati rez

V naslednjih naloga nastopajo ploscice dveh vrst.

Manjse predstavljajo enakokrak trikotnik ABD, katerega kot pri vrhu je 36°, druge pa enakokrak
trikotnik CAD, s kotom pri vrhu 108°. Ce ju poloZimo, kot kaze slika, dobimo trikotnik ABC, ki je
podoben trikotniku ABD. Naj bo a=|ABI=1 in x=IACI. Potem je 1/(x-1)=x, x*-x-1=0. Ena reSitev te
enacbe je 6=(1+V5)/2. Temu $tevilu pravimo zlati rez.

Recimo, da je plosc¢ina rdecega trikotnika enaka p. Potem je plo$¢ina rumenega enaka Gp, saj imata
trikotnika BDA in DCA enako viSino, razmerje osnovnic pa je 1/(6-1)= ¢. Plos¢ina trikotnika ABC
pa je vsota obeh plo§éin p + op=p(1+6)=pc”, saj je 6°=6+1.

Plos¢ine trikotnikov v naslednjem zaporedju, gledano od desne proti levi so:

p, op, (1+6)p=67p, (1426)p=6"p, (2+306)p=G"p.

Tako bi lahko nadaljevali. Vsak naslednji ¢len, od tretjega naprej, je vsota predhodnih dveh ¢lenov.
To je Fibonaccijevo zaporedje. Po drugi strani zaporedje dobimo tako, da predhodni ¢len
pomnoZimo a 6. Torej je to zaporedje tudi geometrijsko.

Seveda bi lahko konstrukcijo Se nadaljevali.

Se dva lika, ki jih lahko sestavimo iz trikotnikov omenjenih dimenzij.
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Narisimo daljico DE, ki je vzporedna z daljico AC. Imamo IBDI=c6-1=1/c, [EDI=1-IEBI=1-
IBDI=IBDl/o=1/c".

Dokazimo $e, da sta ¢ in 1 nesoizmerljivi. To je enako trditvi, da je ¢ iracionalno Stevilo.

Recimo, da imata Stevili skupno mero d, to je 6=md, 1=nd, kjer sta m in n naravni $tevili. Seveda je
d=1/n racionalno Stevilo. IDBl=md-nd=(m-n)d je tudi soizmerljiva dolZina. [EBI=IABI-IAEI=IABI-
IDBI|=nd-(m-n)d=(2n-m)d je spet soizmerljiva dolZina. Ce ta proces nadaljujemo, dobimo IBFl=sd,
kjer je s naravno Stevilo, .... Toda dolzine teh daljic gredo proti 0, po drugi strani pa so najmanj
enake d. To je protislovje.

Referenca:

Izidor Hafner

"Incommensurability of the Base and Leg in an Isosceles Triangle"
http://demonstrations.wolfram.com/IncommensurabilityOf TheBase AndLegInAnlsoscelesTriangle/
Wolfram Demonstrations Project

Published: September 4, 2012
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Rombski dvanajsterec 1z Cetvercev

Rombski dvanajsterec lahko sestavimo iz dolocenih Cetvercev, ki so povezani v obroc.

Zanimivo pri tem je, da potrebujem tri t.i. kaleidocikle. Iz enega (prerezanega) lahko tvorimo
tretjino rombskega dvanajsterca.
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Slavik Jablan (1952-2015)

Rojen je bil v Sarajevu, diplomiral je 1. 1977 na beograjski univerzi, kjer je 1. 1984 tudi
doktoriral s tezo Theory of Simple and Multiple Antisymmetry in E* and EN\[O}. Bil je
profesor geometrije na Univerzi Ni§ in sodelavec Matemati¢nega instituta v Beogradu.
Objavil je vec kot 40 €lankov v mednarodnih revijah: Acta Crystallographica, Zeitscrift
fiir Kristallographie, Kristallografiya (Moskva), Symmetry: Culture and Science,
Publications de l'Institute Mathematique (Beograd)...

Osnoval je medmreZni ¢asopis VisMat (Visual Mathematics) in bil do smrti glavni
urednik. Je avtor vec€ knjig, ki so iz§le pri mednarodnih zaloZbah.

S?MMETR\': mireductary Lechanes on
QRNMEHT LinKnot Knot Theory

MODULARITY

-
$ %)
B bor ¥

e
A P
s W&V

Sunda Wiadn labien

k Jablan | Radmila Sazdanovi¢
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Nekaj matematicnih skulptur

Na vpraSanje »Kaj je matematicna skulptura?« je na spletu najti kve€jemu odgovor, da je to »skulptura, ki v
svojo zasnovo in oblikovanje vkljuCuje matematiko.« Analiticno nastrojeni bralec, ki ne mara tavtologij, bo
svoje razmisljanje verjetno preusmeril na vprasanji »Kaj je skulptura?« in »Kaj je matematika?«

Na eni izmed konferenc ISAMA' je bila predlagana razdelitev’ matematiénih skulptur na naslednje
kategorije:
o Klasi¢na geometrija in poliedri o Neorientirane ploskve e Vozli
e Ploskve drugega reda in premonosne ploskve e Simetri¢ne in modularne strukture
e Boolove operacije e Minimalne ploskve e Transformacije e Drugo

Rombski 210-terec

Rombu, ki ima diagonali v razmerju zlatega reza, re€emo Zzlati romb. Obstaja natanko pet konveksnih
poliedrov, ki jih omejujejo skladni zlati rombi: romboedra s Sestimi mejnimi ploskvami, zlata dvajseterec in
trideseterec ter zlati dvanajsterec. Trideseterec je odkril v 17. stoletju astronom Johannes Kepler, romboedra
sta verjetno bila znana ze pred Keplerjem, dvajseterec je odkril leta 1885 ruski matematik Evgraf Stepanovi¢
Fedorov, zlati dvanajsterec pa je leta 1960 odkril hrvaski matematik Stanko Bilinski.

Izdelamo zlati trideseterec in 30 dvanajstercev, ki imajo z njim skladne mejne ploskve. Na vsako mejno
ploskev trideseterca prilepimo po en dvanajsterec. Dobimo rombski 210-erec (slika desno), ki ga je odkril
slovenski matematik Izidor Hafner.

Model je narejen iz 390 lesenih plos¢ic. Pri njihovi obdelavi je treba upostevati, da koti med stranskimi
ploskvami merijo 72°, 108°; oziroma 144°.

Mobiusov trak

Za mravljo, ki se sprehaja po listu papirja in prekoraci njegov rob, z gotovostjo priCakujemo, da bo prisla
na drugo stran lista. Stvari se zapletejo, ¢e se sprehaja po ploskvi, ki ima eno samo stran. Tak$no ploskev je
odkril nemski matematik August Ferdinand Mébius (1790 -- 1868), ponazoritev z mravljami pa dolgujemo M.
C. Escherju (1898-1972) in njegovemu lesorezu Moébiusov trak Il (1963). Najdete ga na naslovu
http://www.mcescher.com/gallery/recognition-success/mobius-strip-ii/ .

" ISAMA: The International Society of the Arts, Mathematics and Architecture : http://isama.org/
% Vir: http://archive.bridgesmathart.org/2003/bridges2003-53.pdf .
Ogleda: 20. september 2015
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Mébiusov trak je upodabljalo tudi mnogo kiparjev. Med njimi s svojo zgodbo izstopa Svicarski arhitekt,
kipar in oblikovalec Max Bill (1908 -- 1994), ki je - ne vede za skoraj sto let star matemati¢ni opis Mdbiusove
enostranske ploskve - oblikoval svojo skulpturo Neskoncni trak (1935). O tem je pozneje pripomnil, »da je
prvi naredil Mébiusov trak, ne da bi vedel, kaj to sploh je«.

Trolistni vozel

Med slikarji, ki so upodabljali matemati¢ne motive, je verjetno najbolj znan nizozemski grafik Maurits
Cornelis Escher (1898 - 1972). V svojih delih se je med drugim ukvarjal z dojemanjem neskonénega, s
tlakovaniji ravnine, z upodabljanjem nemogocih objektov in risal topolodko zanimive motive. Med slednjimi so
znani zlasti Vozli. ( http://www.mcescher.com/gallery/mathematical/knots/ ).

Boromejski obro¢i

Kipcu bi pristajalo tudiime V slogi je moc.

Res: Ce presekamo kateri koli &len povezave, razpade vse.

Kipec je prostorska inacica objekta, ki je v matematiki znan kot

Boromejski obroc¢i. Ti so dobili ime po italijanski aristokratski druzini
Borromeo, ki je imela v svojem grbu tri prepletajoCe se kroge.

Enneperjeva ploskev

Svojo mikavno obliko je kipcu dala Enneperjeva ploskev. Gre za neskonéno ploskev, ki seka samo
sebe.Vec€ o njej najdete na naslovu https://www.wikiwand.com/si/Enneperjeva ploskev.
Upodobljen je tisti del ploskve, ki je v okolici njenega sredi§¢a in ne seka samega sebe. Raztegnjen je
vzdolZ simetrijske osi.
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Enneperjeva ploskev je ena izmed tkim. minimalnih ploskev. Njen model lahko naredimo tako, da iz Zice
izdelamo rob ploskve in ga potopimo v milnico. Ko ga izvle€emo, dobimo z nekaj sre€e na okvirju razpeto
minimalno ploskev iz milnega filma. Teko€inska opna se namre€ vselej izoblikuje v ploskev, ki ima za dani
rob minimalno povrsino.

Resitve

Barvni sudoku

1.
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Latinski kvadrati
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Sudoku s ¢rkami

4 2 1
D B A
3 4 2
C C D
1 3 4
D A A
2 1 3
C B B
3 1 4
B B B
4 2 3
D A A
1 4 2
C C C
2 3 1
B D D
3 1 2
B A B
4 2 1
B D C
1 3 4
B D A
2 4 3
A C A
2 4 3
A A D
4 3 1
D C D
1 2 4
A B C
3 1 2
B B C

4 | 3| 1| 2 3
B B B B
1| 2] 4| 3 2
D A A A
2 | 4 | 3 1 4
B D D A
3 1| 2| 4 1
C A D B
2 4| 1] 3 4
D C C D
3 1| 4| 2 1
B B B D
1| 2] 3| 4 2
C B A A
4 | 3 | 2 1 3
A A D C
2 | 4 | 3 1 3
C D C D
1| 3] 4|2 4
B B C A
4 1 1] 2] 3 1
B B A B
3 2|1 | 4 2
A D A C
4 | 1] 3| 2 3
B D C D
3] 2| 4 1 2
A C C B
1| 3| 2| 4 4
C B B C
2 4| 1] 3 1
A D B B
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FutoSiki
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Rdedi kvadratki

1 R R|R |1
I | R 2 1 3

2 R |2 R||R |1 R
R 0 R 2|1 |
1 R 2 1

R R |1 0 |2 R R
I 1]2 3 1 R 2
0 R [ R 1 0
R|1]1 I R|R|1 1
1 02 R
1213 0 0 2 R |2

R | R 1

00 R |1 I | R |2

2 10 3 | R

1 12]2 R |1 0 2 | R
I R |R I |1
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Lastnosti lika

Srednji R
oblika Trikotnik
Majhen \/ OranZen R
velikost Srednji
Kvadrat V Rumen N
barva OranZen
OranZzen A Trikotnik R
Kvadrat R
Velik R
oblika Kvadrat
Srednji /A Majhen N
velikost Velik
Srednji = Trikotnik R
Velik A Kvadrat R
Moder R
Kvadrat N oblika Petkotnik
Rumen = Srednji R velikost Velik
Majhen < Srednji R barva Moder
Kvadrat V Petkotnik R
Majhen N
oblika Kvadrat
Kvadrat /\ Srednji R
velikost Srednji
Majhen < Srednji N

Doloc€i razpored znakov

/

N~
S

g

Stavki so neodvisni.

NV

g

Stavek Stevilka 2 je odvisen od ostalih.

B | D

A

C

Stavek Stevilka 2 je odvisen od ostalih.

©

N2

Stavki so neodvisni.

A|D

E

B

C

Stavki so neodvisni.

E

C|B|D A

Stavek Stevilka 2 je odvisen od ostalih.

@

L]

N
<

Stavek Stevilka 5 je odvisen od ostalih.

©

My

@ 6| 6| &

Stavek Stevilka 4 je odvisen od ostalih.
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Gobelini
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Krizne vsote

319
1[5 ]9
4
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Krizni produkti

15

18

24

24

48 80
48
12
30
2
2
6
8
%
6
)
9
54
18
9
48
6
12 3
27
30
192
6

15

18
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Labirint na kocki

10 11
17 16 4 3
19 15 19 23
20 21 20 21 2 2 1 5 17 18
18 6 5 2 23 14 13 12 10 9 7 6 16 15
8 7 4 3 24 13 14
1 2 8 11
9 12
6 20
15 14 5 21
4 5 4 3 2 23
3 6 7 13 12 23 16 17 13 2 1 17
2 1 8 11 2 21 18 12 14 15
20 19 7 1 10 16
10 9 9 18
8 19
20 8 7 16
10 9 6 5 1 21
2 1 2 2
3 4 4 5 18 19 20 12 1 3
11 12 13 14 6 17 16 14 13 10 9
21 2 23 15 8
% 17 15 7
19 18
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Labirinti na enostavnih poliedrih

21

14

13

23

12

%

2 1
23 14
3 24 2 15 13 12 5
8 20 21 16 17 1 6
19 18
9 10
14
11
13
12
15
6 16
9
5
10
4
2




60 Logika & razvedrilna matematika

Grupe

Sli¢ice na drugi sliki moramo zaporedoma oznaciti:
{3,15,6,12,2,5,11,16,9,8,7, 14, 1, 13, 17, 10, 4}
Linearne grupe:

a) {4,5,1,3,6,7,2},{2,4,1,3,7,5, 6}
b) {5,3,2,6,1,7,4},{6,2,4,7,5,3, 1}

s

Prostorska predstavljivost

a) b)
1 2 3 1 2
1 10 12 8 1 4
2 4 2 9 2 3
3 12 12 10 3 6
4 4 9 15 4 3 3
5 3 6 11 5 4 3
Imena likov
1.
Stavek pod Stevilko 3 Stavki so neodvisni .

je odvisen od ostalih .

®
e JAREC

A

Stavek pod Stevilko 1 Stavek pod Stevilko 4

je odvisen od ostalih . je odvisen od ostalih .

@
L& AN

A 4
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2

Stavek pod Stevikko 3
je odvisen od ostalih .

@

@
®

Stavek pod Stevilko 4
je odvisen od ostalih .

o0,

Stavek pod Stevilko 4
je odvisen od ostalih .

'y @

@
@

Stavek pod Stevilko 4
je odvisen od ostalih .

@

3.

Stavek pod Stevilkko 2
je odvisen od ostalih .

Stavek pod Stevilko 4
je odvisen od ostalih .

A @

Stavek pod Stevilko 4
je odvisen od ostalih .

A®A

Stavek pod Stevilko 4
je odvisen od ostalih .

&

A
A
o

O]
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Labirinti na robovih poliedra

ENOL,

(11, 9, 6, 2, 4, 1, 3} 6,9, 3,5, 11, 12, 10}

<
A A o

{10, 8, 2, 1, 5, 11, 12} {10, 4, 2, 6, 3, 5, 7, 11}

VAN

RANS

{6, 3, 5, 11, 7, 10} {2, 4, 7, 11, 9, 12, 8}
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2.
(5, 12, 13, 9, 7, 3, 10, 14} (14, 11, 8, 12, 5, 4, 7, 9, 13}
1
13 7\3
10
0 r\t
f E\A
9

(11, 10, 3, 2, 1, 4, 9, 13, 12} (9, 4, 1, 3, 10, 11, 8, 12, 13}

6— P~ )

ey
11/\/

(14, 13, 9, 4, 1, 2, 6, 11} (1, 3, 2, 6, 11, 10, 14, 12, 5}
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3.
d 4
1 /
Q
= (0]
1 7\3 S
(
{4I 8! 7! 3! 5! 9! 10! 6} {lOI 2! 8! 7! 3! 5! 6}
4 6\
)
1P 6 2
7 - |
{1, 7, 3, 4, 6, 10, 9} {6, 4,8,2,1,7, 3}
2
10
1 6 4
)Y g s 1
P J 1
q -

{4, 3, 5, 6, 10, 2, 1, 7} {7, 1, 2, 10, 6, 5, 9}
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{2, 10, 6, 1, 3, 7}

{2, 9,5 1,3, 7}

{9, 2, 10, 8, 6, 1, 3, 7}
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Labirinti na zemljevidu

1.
~— 28 _ 32 33
31 34,2
36 | 35
40 37
IV 41 21
12 42 9
14 | 13 5
15 6 16
2.
w9k~
30,733 /36 ‘ 9
31 /32 f37
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Vecdelni labirinti na zemljevidu

1.
s6|s3[Folaoks |35 b6 sk e
57]52 151 b3 716 |5
58 43 |60[59
636465 2 lele2
6766 1
2.
1
4 14|13 1
12
2 3 6 7 8
5 10
9
3.
24|23)18 |15|14] 11
20i9) 45|09
21l20]3)6 | 7|8
211
4.
46 47|48 15|69 |23 |26]29] 36
45 | 44 202122 |27|28] 37|38

40141 |42 |43 39
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5.
221 5 8 |11 1215|116
19120 | 21 9 |10])13 1417 | 18
6.
4214313635 22 15|14
41 |40}37 2112011716
39|38 19118
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Labirint v kvadru
| I | I H B
N H

T

E.l!..

=

Protislovne mnoZice izjav

Resitve (Dana je samo sugestija za pogoj, ki je v protislovju z ostalimi. Obi¢ajno za¢nemo s tistim
pogojem, ki nam najvec¢ pove: resni¢na konjunkcija, neresni¢na disjunkcija, ...):
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1.
Pogoj pod Stevilko 2
je v protislovju z ostalimi pogoji .

s &
RESEES. AU PN

Pogoj pod Stevilko 2
je v protislovju z ostalimi pogoji .

6.
2. Pogoj pod Stevilkko 3
Pogoj pod Stevilko 2 je v protislovju zostalimi pogoji .
je v protislovju z ostalimi pogoji .

MO A @

A

7.
3 Pogoj pod stevilko 2
: je v protislovju z ostalimi pogoji .
Pogoj pod Stevilkko 3 reve ! POg)

je v protislovju z ostalimi pogoji .

(A

©
@ A

8.
4 Pogoj pod Stevilko 3
P(;goj pod Stevilko 1 je v protislovju z ostalimi pogoji .

je v protislovju z ostalimi pogoji . 6
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9. Pogoj pod $tevilko 1
Pogoj pod Stevilko 4 je v protislovju z ostalimi pogoji .
je v protislovju z ostalimi pogoji .

ORK -, ®
&S @

Pogoj pod Stevilko 1
10. 2] P

j tislovj talimi ji .
Pogoj pod Stevilko 2 je v protislovju zos pogoji

je v protislovju z ostalimi pogoji .

®
0, &

15.
Pogoj pod Stevilko 1
je v protislovju z ostalimi pogoji .

11.
Pogoj pod Stevilko 4
je v protislovju z ostalimi pogoji .

s A
A n
A

/A

16.
Pogoj pod Stevilkko 1
je v protislovju z ostalimi pogoji .

®

12.
Pogoj pod Stevikko 3
je v protislovju z ostalimi pogoji .

@
OIS @

13.
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17.
Pogoj pod stevilko 4
je v protislovju z ostalimi pogoji .

© o

Pogoj pod stevilko 5
je v protislovju z ostalimi pogoji .

©® A
)

19.
Pogoj pod stevilko 4
je v protislovju z ostalimi pogoji .

©
@

Pogoj pod Stevikko 3
je v protislovju z ostalimi pogoji .

“e
/N

21.

Pogoj pod Stevilko 5
je v protislovju z ostalimi pogoji .

@
@ U

®

22.
Pogoj pod Stevilko 1
je v protislovju z ostalimi pogoji .

RO,

(@A
N

23.
Pogoj pod Stevilko 5
je v protislovju z ostalimi pogoji .

24.
Pogoj pod Stevilko 1
je v protislovju z ostalimi pogoji .

©
@ ©
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25. Pogoj pod Stevilko 1
Pogoj pod Stevilko 4 je v protislovju zostalimi pogoji .
je v protislovju z ostalimi pogoji .

® ® @
& (=) A £\
A

o
26. je v protislovju z ostalimi pogoji .

Pogoj pod Stevilko 5
Pogoj pod stevilko 2
je v protislovju z ostalimi pogoji .

A ®

PN 0
Pogoj pod Stevilko 3

27. je v protislovju z ostalimi pogoji .
Pogoj pod Stevilko 1
je v protislovju z ostalimi pogoji .

N4 A
<E> A
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