Logika & razvedrilna matematika 1

Barvni sudoku

V n x n kvadratkov moras vpisati zacetna naravna Stevila od 1 do n tako, da bo v vsaki vrstici,
v vsakem stolpcu in v kvadratkih iste barve nastopalo vseh n Stevil.
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Latinski kvadrati

V n x n kvadratkov moras vpisati zacetne Stevilke 1, 2, 3, ... tako, da bo v vsaki vrs
vsakem stolpcu nastopalo vseh n Stevilk.
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Sudoku s érkami

V n x n kvadratkov moras vpisati zacetna naravna Stevila od 1 do n tako, da bo v vsaki vrstici,
v vsakem stolpcu in v kvadratkih z isto ¢rko nastopalo vseh n Stevil.
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Futoshiki

V n X n kvadratkov moras vpisati zaCetna naravna Stevila od 1 do n tako, da bo v vsaki vrstici
in v vsakem stolpcu nastopalo vseh n Stevil ter da bodo izpolnjene vse relacije.
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Rdedi kvadratki

Naloga reSevalca je, da poiSce vse skrite rdec¢e kvadratke in jih oznadi z R. Pri tem veljata
naslednji pravili: a) Vsako Stevilo v preglednici pove, koliko sosednjih kvadratkov je rdecih.
Kvadratek je soseden kvadratku, ¢e imata skupno stranico ali ogli$¢e. b) Kvadratki s
Stevilkami niso rdeci.
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Gobel

Kvadratke v razpredelnici moras pobarvati sivo tako, da bo zaporedje sivih pasov v vrstici
ustrezalo zaporedju Stevil na desni, in da bo zaporedje sivih pasov v stolpcu ustrezalo

zaporedju Stevil pod njim.
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Krizne vsote

Naloga reSevalca je, da izpolni bele kvadratke s Stevkami od 1 do 9 tako, da je vsota Stevk v
zaporednih belih kvadratkih po vrsticah in stolpcih enaka Stevilu, ki je zapisano v rdecem
kvadratku na zacetku vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem pa morajo biti vse Stevke

v posamezni vrstici (stolpcu) razli¢ne.

o 7 L e

Zbirke nalog iz logike

Na strani http://www.logika.si/sklop_logika/naloge.html
boste nasli pet zbirk nalog z enostavnimi gobelini ter vecje Stevilo drugih zbirk nalog iz logike.
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Krizni produkii

Naloga resevalca je, da izpolni bele kvadratke s Stevkami od 2 do 9 tako, da bo zmnozZek Stevk
v zaporednih belih kvadratkih po vrsticah in stolpcih enak Stevilu, Ki je zapisano v sivem
kvadratku na zacetku vrstice (stolpca) nad (pod) diagonalo. Pri tem pa morajo biti vse Stevke
v posamezni vrstici (stolpcu) razli¢ne.
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Labirint na kocki

Povezi to¢ki na kocki:
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Labirinti na enostavnih poliedrih

Povezi toc¢ki na poliedru:
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Povezi sliCici, ki pripadata isti grupi
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Povezi sliCici, ki pripadata isti grupi
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Prostorska predstavljivost

a) Katero Stevilo moramo vpisati na mesto znaka ??, da bosta stranici pripadali istemu robu

poliedra?
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b) Katero Stevilko moramo vpisati na mesto znaka ??, da bosta ogliS¢i pripadali istemu
oglis¢u poliedra?
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Imena likov

Dane so resni¢nostne vrednosti stavkov (R ali N). Poiskati je treba imena likov, Ki so zacetne

¢rke v zaporedju A, B, C, D, E, ...Liki so treh oblik (trikotnik, kvadrat, petkotnik), treh
velikosti (majhen, srednji, velik) in dveh barv (oranZen, zelen ali rumen).

Doloci razpored objekov in poisci
najnizji stavek , ki je odvisen od ostalih !

1. =Trikotnik (C) R
2.Pod (A, ©) N
3. ManjSikot (A, C) [N

@2 A

Dolo¢i razpored objekov in poisci
najnizji stavek , ki je odvisen od ostalih !

Ao

1. =Srednje v. (B) R
2. Desno od (B, D) N
3.Pod (A, C) R

R

Q 4. =Rumen (C) A OranZen (A)

Doloci razpored objekov in poisci
najnizji stavek , ki je odvisen od ostalih !

1. Rumen (B)
2. Nad (B, D)

O Q 3. Desno od (A, C)
Q 4. Vedji kot (C, D)

N EEE

Dolo¢i razpored objekov in poisci
najnizji stavek , ki je odvisen od ostalih !

<> 1. Petkotnik (B) R
Q 2. VeGi kot (A, B) N
3.Pod (B, ) N

R

N

1 Pod (C.D)
@ A 5. ~Oranzen (B) V Srednje v. (E)

@
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Dolo¢i razpored objekov in poiSci
najnizji stavek , ki je odvisen od ostalih !

1. Lik C ni rumen. R
2. Lik A jepod B. N
A 3.Lik A jelevood B. [N

A
O

Dolo¢i razpored objekov in poisci
najniZji stavek , ki je odvisen od ostalih !

Q 1. Lik C je rumen. R
Q 2. Lik C je vegji kot D. N

3. Lik A jelevo od C. R

4. Lik C je zelen ali lik D ni trikotnik. | N

Dolo¢i razpored objekov in poisci
najnizji stavek , ki je odvisen od ostalih !

Q 1. Lik B ni srednje velikosti.
2.Lik A jelevo od B.

z| z| z| z

3. Lik B je vecji kot D.
4.Lik A jepod C.

Doloci razpored objekov in poisci

najnizji stavek , ki je odvisen od ostalih !

1. Lik E ni zelen.

A 2. Lik A je manjsi kot D.

3. Lik B je vegji kot C.

4.Lik C jenad D.

A A Q 5.Ce je lik B kvadrat, potem lik C ni petkotnik.
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Dolo¢i razpored objekov in poiSci

najniZji stavek , ki je odvisen od

A
A
O

ostalih !

1. Lik C ni rumen. R
2. Lik A jepod B. N
3.Lik A jelevood B. [N

Dolo¢i razpored objekov in poisci
najniZji stavek , ki je odvisen od ostalih

)
o @
A

1. Lik C je rumen. R
2. Lik C je vegji kot D. N
R
N

3. Lik A jelevo od C.
4. Lik C je zelen ali lik D ni trikotnik.

Dolo¢i razpored objekov in poisci

najnizji stavek , ki je odvisen od ostalih !

@

1. Lik B ni srednje velikosti.
2.Lik A jelevo od B.

3. Lik B je vecji kot D.
4.Lik A jepod C.
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Doloci razpored objekov in poisci
najnizji stavek , ki je odvisen od ostalih !

1. Lik E ni zelen.

A

2. Lik A je manjsi kot D.

3. Lik B je vegji kot C.

4.Lik C jenad D.

As ¢

5.Ce je lik B kvadrat, potem lik C ni petkotnik.
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Labirinti na robovih poliedra

V naslednjih nalogah moramo povezati dve oglis¢i poliedra, ki je podan z mreZo. Poiskati moramo
pot od modre do oranzne tocke. Iz ene tocke lahko gremo do druge tocke, ¢e je med njima zelena

Crta ali pa toCki predstavljata isto ogliS¢e poliedra.

1.
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Labirinti na zemljevidu
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Vecdelni labirinti na zemljevidu
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Odstranjene kocke

Dan je kvader, ki sestoji iz kockic. Odstranimo vse kocke, ki so zaznamovane ¢rno od vrha do
dna, od leve do desne in od spredaj do zadaj. Koliko kock smo odstranili?
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Nagradna logicnha naloga

Stirje prijatelji (Janez, Iztok, Miro, Janko) z raznimi priimki (Gorjak, Vrhovnik, Rop, Penko) imajo
razne poklice (kemik, zdravnik, optik, trgovec).
Za vsakega ugotovi ime, priimek in poklic.

. Gorjak ni ne trgovec ne kemik.
. Rop ni ne trgovec ne kemik.

. Janko je zdravnik.

. Miro se ne piSe Vrhovnik.

. Iztok se ne pisSe Rop.

. Gorjak ni po poklicu optik.

. Iztok ni trgovec.

. Vrhovnik ni po poklicu kemik.

01NN B W —

Forjak
Vrhowvnik
Fop
Fenko
kemilk
cdravnik
optik
Ergovec

Janes
Iztok
Mirao

Janko
kewik

zdravnilk

optik
Crgovec

e priimek poklic
Janes
Iztok
Miro

Janko

Resitev nagradne uganke posljite do 15.5.2015 na naslov Logika d.o.o., Svetéeva pot 11, 1241
Kamnik, s pripisom »Nagradna uganka«.

Naslednji reSevalci nagradne uganke iz 3. Stevilke bodo prejeli poSevno prizmo:

A.V., Smarje—Sap, AS.inN.S., Poljane nad Skofjo Loko, Z.R., Ilirska Bistrica, K.B., Prem

Spletna tekmovanja iz logike in prostorske predstavljivosti

Na spletni strani http://olympiad.fe.uni-lj.si/Logika/ najdemo povezave na mednarodno, drzavno in
Solska tekmovanja iz logike prek spleta. Praviloma so tekmovanja dostopna do 31. avgusta, vendar
je v skladu s pravilnikom DMFA za ta tekmovanja najprej potrebna udelezba na Solskem, nato na
drzavnem in nazadnje na mednarodnem tekmovanju. Za vsa tekmovanja je potrebna prijava, ki
sestoji iz 8 mestnega gesla ter imena. Da se imena u¢encev ne bi pojavljala na spletu, priporo¢amo,
da se na mesto imena uporablja psevdonim ali neka druga kombinacija Stevilk in ¢rk.

Vstopna stran za tekmovanja iz prostorske predstavljivosti je http://olympiad.fe.uni-lj.si/oly/.
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Kocki doloCi mrezo

Vsaki mreZi na desni (ve¢ja mreza) doloci mreZo iste kocke na levi.
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Frobeniusova enacba z dvema
neznankama

Frobeniusova enacba z dvema neznankama je diofantska enacba ax+by=c, kjer sta koeficienta a in
b naravni Stevili, konstantni ¢len ¢ pa je celo Stevilo, reSitve pa so nenegativna Stevila.

Najvecje Stevilo c, za katerega ta enacba nima samih nenegativnih resitev, se imenuje Frobeniusovo
Stevilo te enacbe te enacbe.

Dokazali bomo, da je Frobeniusovo Stevilo enacbe ax+by=c enako ab-a-b, Ce sta a in b tuji Stevili.
To je, enacba ax+by= ab-a-b nima nenegativnih resitev, enacba ax+by= ab-a-b+e pa ima vsaj eno
takSno resitev, ¢e je e naravno Stevilo.

Primer: Imamo ve¢ znamk po 5 in 6 centov. Katera je najvecja poStnina, ki je ne moremo izraziti s
temi znamkami. ReSitev: 30-5-6=19.

Naslednja slika prikazuje: del premice z enacbo 5x+6y=30 ali x/6+y/5=1, nenegativni resitvi sta (6,
0) in (0, 5) in sta prikazani z rjavo barvo; del premice z enacbo Sx+6y=30-5-6 ali
(x+1)/6+(y+1)/5=1, resitvi sta (6-1, -1), (5-1, -1) in sta prikazani z vijoli¢no barvo. V obeh primerih
gre za dve sosednji resitvi. Torej druga enacba nima nenegativnih reSitev.

Enacba 5x+6y=30-1 ali x/(6-1/5)+y(5-1/6)=1 ima samo eno nenegativno resitev (1, 4).

Enako velja za enacbe 5x+6y=30-2, ..., 5Sx+6y=30-10. Zadnji primer prikazuje naslednja slika. Za
vse te enacbe velja, da je razdalja med dvema sosednjima reSitvama enaka razdalji rjavih
(vijoli¢nih) pik. Toda nobena od teh enacb nima resitev, ki so hkrati v paralelogramu, ki ga dolocajo
rjave in vijolicne tocke, in izven prvega kvadranta. Torej morajo imeti reSitev v prvem kvadrantu. V
nasprotnem bi bila razdalja med sosednjima regitvama ve¢ja kot razdalja med rjavima to¢kama. Ce
prestejemo Stevilo tock s celimi koordinatami, ki so v notranjosti paralelograma, dobimo Stevilo 10.
Vse te tocke so v prvem kvadrantu in so nenegativne reSitve nasih enacb.
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Po Pickovem izreku dobimo plos¢ino konveksnega veckotnika, katerega oglis¢a imajo celostevilske
koordinate z izrazom

Stevilo notranjih tock + %2 robnih tock -1.

Upostevamo samo tocke s celostevilski koordinatami.

V nasem primeru imamo: 10+1/2 x4 -1 =11 =5 + 6. Frobeniusovo $tevilo pa je 5x6-5-6 = 19.
Spomnimo se $e enkrat, kako je s sploSno diofantsko enacbo ax+by=c, kjer sta a in b tuji Stevili.
Homogena enacba ax+by=0 ima splosno resitev k(-b, a), kjer je k poljubno celo Stevilo. Enacba
ax+by=c pa ima vedno resSitev. Ce poznamo eno njeno resitev (Xo, Yo), se vsaka reSitev izraza kot
(x0, Y0)+k(-b, a). Naslednja slika prikazuje nekaj zaporednih reSitev enacbe S5x+7y=30 in
pripadajoce homogene enacbe S5x+7y=0.

o —f——=>5 Sx+7y=33
b ———=7 5x+7y=0
c —{}——mu33

10
zoomﬂ:

show arrows @ \
5k

-10 L
-10 -5 0 N 10

Zdaj pa poglej Se enacbo 5x+7y=35-5-7=23 in pripadajoco enacbo 5x+7y=0.
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? 0 > Sx+7y=23
b —{p—u7 Sx+7y=0
¢ —{}——nun
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Vzemimo, da sta a in b tuji naravni Stevili. Diofantska enacba ax+by=ab, oziroma x/b+y/a=1 ima
splosno resitev (b, 0)+k(-b, a) in natanko dve nenegativni resitvi (b, 0) in (0, a). Diofantska enacba
ax+by=ab-a-b, oziroma (x+1)/b+(y+1)/a=1 ima resitev (b-1, -1) (-1, a-1) in zato splosno resitev (b-
1, -1)+k(-b, a), vendar nima nenegativnih resitev. Vsaka druga enacba ax+by=ab-d ima natanko eno
nenegativno resitev, e je d enako 1, 2, ..., a+b-1. Premice, ki ustrezajo tem enacbam leZijo med
obema prej omenjenima premicama in morajo imeti natanko eno resitev znotraj paralelograma, ki
ga dolocata zgornji premici. Namre¢, na samem robu ni drugih celoStevilskih reSitev in ¢e ne bi
imeli reSitve, bi bila razdalja med dvema zaporednima reSitvama vecja od razdalje med tockama (b,
0) in (0, a). Ta razdalja je V(a*+b).

Plos¢ino omenjenega paralelograma lahko izracunamo tudi s pomocjo determinate, oziroma
vektorskega produkta vektorjev (1, 1) in (-b, a). To nam da a+b. Tock, ki so znotraj paralelograma
je a+b-1/2x4+1=a+b-1. toliko pa je tudi enadb ax+by=ab-d, &e je d enako 1, 2, ..., a+b-1. Ce pa je
d=ab-a-b, enacba nima nenegativnih reSitev. Torej je ab-a-b Frobeniusovo $tevilo enacbe ax+by=c.

Reference:

[1] Weisstein, Eric W. "Frobenius Equation." From MathWorld--A Wolfram Web Resource.
http://mathworld.wolfram.com/FrobeniusEquation.html

[2] Weisstein, Eric W. "Frobenius Number." From MathWorld--A Wolfram Web Resource.
http://mathworld. wolfram.com/FrobeniusNumber.html

[3] "Linear Diophantine Equations in Two Variables"
http://demonstrations.wolfram.com/LinearDiophantineEquationsInTwoVariables/

[4] "Frobenius Equation in Two Variables"
http://demonstrations.wolfram.com/FrobeniusEquationinTwoVariables/
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Diofantska enaCba ax+by=cz

Proizvajalec posilja trgovini enake kroglice v vreckah dveh velikosti. V enih je natan¢no a kroglic,
v drugih pa natan¢no b kroglic. Trgovina bo prodajala vrecke z ¢ kroglicami. Kako naj trgovina
naroci vrecke s kroglicami, tako da po ponovnem pakiranju ne bo ostala nobena kroglica.

Resiti moramo enacbo

ax+by=cz

v nenegativnih celih Stevilih. Tak$ni enacbi pravimo diofantska enacba po grSkem matematiku
Diofantu. Ker pa nima konstantnega ¢lena je to homogena enacba. Homogena enacba ima vedno
resitev x=0, y=0, z=0. Tej resitvi pravimo trivialna in nas ponavadi ne zanima. Vemo pa, da ima
diofantska ena¢ba ax+by=c vedno resitev, ¢e sta a in b tuji §tevili. To bomo tudi predpostavili. Ce
sto a, b in ¢ naravna $tevila, potem ima enac¢ba ax+by=cz zanesljivo tudi nenegativne resitve, samo
cz mora biti dovolj velik.

Recimo, da imamo kemijsko reakcijo, v kateri iz molekul As in A7 dobimo molekulo Ag. Enacba se
zdaj glasi xAs+yAs=zAo, to je, Sx+7y=9z. [S€emo pa najmanjse naravno Stevilo z, ki resi enacbo.

Po Eulerju to enacbo reSujemo takole:

S5x=-Ty+9z, x=( -Ty+92)/5= -y+2z+(-2y-2)/5.

Pri tem smo vzeli 9/5=2-1/5 in ne 9/5=1+4/5, tako da je ostanek ¢im manjsi.

Stevilo w=(-2y-z)/5 mora biti celo itevilo, Sw= -2y-z. Izraéunamo z = -2y-5w. Tako smo dobili z.
IzraCunamo Se x = -y+2z+(-2y-2)/5, x = -y+2z+w = -5y-9w. Ker je y nenegativno $tevilo, mora biti w
negativno ali 0. Najmanjsa reSitev glede na z je w= -1, y=0, x=9, z=5 ali y=1, w=-1, x=4, z=3 ali
y=3, w=-2, x=3, z=4. Torej z=3, y=1, x=4.

Enacba 5x+7y=35 ima dve nenegativni resitvi: (7, 0) in (0, 5). Enacba 5x+7y=35-5-7=23 pa nima
nobene nenegativne resitve. Enacba 5x+7y=c ima eno samo nenegativno resitev, ¢e je ¢ 24, 25 in
26. Torej je z=3, x=4, y=1 res re§itev z najmanjSim z.

Vemo, da ima enacba ax+by=cz zanesljivo nenegativne resitve, Ce je Stevilo cz vecje od
Frobeniusovega Stevila enacbe, to pa je ab-a-b. To Stevilo je odvisno samo od a in b. Za enacbo
S5x+7y=9z je to 35-5-7=23. Torej ima nasa enacba zanesljivo nenegativno resitev pri z=3. Ker je
3x9=27<35 je ta relitev ena sama. To, da enacba 5x+7y=23 nima nenegativnih resitev, Se ne
pomeni, da 5x+7y=18 nima tak$nih reSitev. Tedaj se z = -2y-5w glasi 2 = -2y-5w. Pogoj x= -5y-
9w>0 da -9/5 w >y, -2y>18/5 w. Potem je 2>18/5 w-5w = -7/5 w. Stevilo w je lahko le 0 ali -1. Ce
je w=0, iz 2=-2y dobimo y=-1, kar ni nenegativno stevilo. Ce je w=-1, imamo 2=-2y+5, y=3/2, kar
ni celo Stevilo.

Se bolj enostavno je, tabelirati vrednosti za 5x+7y, ki ne presegajo 18. Za x smemo vzeti le 0, 1, 2
in3;zaypa0,1,2.

0 [1 |2
00 |7 |14
115 | 12|19
211017 |24
3115(22]29

Vidimo, da tudi 5x+7y=9 nima nenegativnih resitev.

Pri majhnih koeficientih je morda celo laze tabelirati vrednosti za 5x+7y, kot pa reSevati enacbo z
Eulerjevim postopkom. V nasem primeru iS¢emo najmanjsi veckratnik Stevila 9, ki je oblike S5x+7y.
Vemo, da ga bomo dobili, ¢e najprej poisS¢emo veckratni, ki je vecji od 35-5-7=23, to je od
Frobeniusovega Stevila. To je 3 krat 9, to je 27. Zato tabeliramo vrednoti 5x+7y za x od 0 do 5 in za
y od 0 do 3. Pa Se to vpisujemo le vrednosti do 27. Ko se zacnejo pojavljati vecje vrednosti,
prenehamo.
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0 |1 |2 |3
0[0 |7 [14]21
115 [12]19]26
211017 )24 |31
3115(22]29
4120 |27
502532

Resitev preberemo iz tabele: x=4, y=1, z=3.

Ce je koeficient c>ab-a-b, potem ima enatba ax+by=cz resitev z=1.

Primeri za Eulerjevo metodo reSevanja
diofantskih enacb

¥=d-y + (I (1-27))

z= ; (1-27%)

y=-z+ (%)

l-x
2

5=

¥=6-55
¥ = -1l+35s
E=1-2=5

e=1-25

s+ e =0

Em _f

Izidor Hafner

"Euler's Method for Solving Linear Diophantine Equations”

fu 4+ 5y =16 x=Sop 4 CLilozpmy s=t(l-ty)
! ! x=7-55
ity + 2z =1 (I iy LLE) o= boE = -l+2s
: i s =1-tf=
4+ =1 z=l-ic
Sa g Gy = EF :{-5_5.-+|:l|:2_25-:|:| 5-"_(2—25-)
5 5
ic . x = 446t
Y+ 5z = j-'-l—=+|:—’—) s-_’_ F ol %t
: : 5= 2E
s+ 25 =1 5-—s+(-;j :__; e
E4+ Ee =10 Em _Ft
G4 lly = 29 x-z_?+(f(5_zyj) s-:-(s_:e_rr-j
L L ¥z h4lle
Yy 4+ Em =5 }'-l—E=+(;(2—2=jj s-!—(Z—Isj R
=z = L42¢
ts g 25 =i s-l—S+l:—.:-:l :'—; F = -2 E

http://demonstrations.wolfram.com/EulersMethodForSolvingLinearDiophantineEquations/

Wolfram Demonstrations Project
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Enacbe, podobne kemijskim z enim
atomom

Dana je kemijska enacba in pripadajoca diofantska enacba ax+by=cz, ki jo obravnavamo kot
Frobeniusovo enacbo ax+by=e, to je, iS¢emo nenegativne resitve te enacbe. Naravni Stevili a in b
sta tuji. Najvecje stevilo, za katerega enacba ax+by=e, nima nenegativnih reSitev, je ab-a-b, se

imenuje Frobeniusovo Stevilo. Seveda pa se lahko zgodi, da ima enac¢ba nenegativne resitve tudi pri

Stevilih, ki so manj$a od Frobeniusovega Stevila (f). Zato je najlaZe enacbo resiti s tabeliranjem
izraza ax+by. Dovolj je, da to naredimo samo do vrednosti ab. Pri kemijskih enacbah iS¢emo

najmanjse Stevilo z. Poi§¢emo prvi veckratnik Stevila c, za katerega ima enacba nenegativne resitve.
Ce je c>ab-a-b, je z=1.

xfg + iz =zhy 243y xdg + phz =z 243y
Ir+3y=4z iy 0L 2r+3y=6z e
[ RERES 0 [ofz]e
F=1 1 (255 F=1 1 [2[5]&
2 (41710 2 (41710
EERE EERE
.} |= {x. ¥} z
2. 001 {0, 25 {5, 03 |1
2u4dy 2u4dy
xig +JIH*15 =ziq xig +JIH*15 =zig
|01 |2 |01 |2
Ir+5p=Tz R EN Ixr+35y =9z oo
1 2|7 |12 1 2|7 |12
£=3 2 (419 |14 £=3 2 (419 |14
3 [a |11 |16 3 [a |11 |16
4 |8 [15]18 4 |8 [15]18
by b |z 5[0 [15 |20 b b |z 5[0 [15 |20
HLIG L {2 101
Sy
x4 phg =zhg -
Tt Ty x| 0 213|145
xhy +phy=zhg ||z |0 |1 |2 (3 Jr+8y=0z ? g 183 ;? 33 ;? jg
oo |7 (1421
3r+7p=8z o F=37 2110 [18 |26 |34 [42 |30
e T 3 [15 |23 |31 |39 |47 [55
_ 4|20 |28 |36 |44 |52 el
= 2 2 |18 )23 |40 i r} 2 S0 [25 |33 41 |49 | AT [es
4 12]15 )26 |33 U : 6 (30 |28 |46 |54 |a2 [T0
x x|z 5|15 |22 |20 |36 2 1|2
Y 1 T T3 T |35 [43 |51 |59 [a7 |75
a2 |40 [48 |56 |64 (72 |80
{3 111 |2 T |21 |22 |35 |42 4 25 |4

"Balancing Abstract Chemical Equations with One Kind of Atom"

http://demonstrations.wolfram.com/BalancingAbstractChemicalEquationsWithOneKindOfAtom/
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Abstraktne kemijske enacbe

V naslednjih enacbah ¢rke A, B, C, ... predstavljajo razli¢ne atome, indeksi pa Stevilo atomov v
molekuli. Stevilo atomov posamezne vrste mora biti enako na levi in desni strani ena¢be. Zanima
nas reSitev s ¢im manj$im Stevilom molekul. Vsaka takSna enacba pomeni toliko diofantskih enacb,
kot je $tevilo razli¢nih atomov. Stevilo neznank je enako $tevilu molekul. Dobimo homogen sistem
enacb, ki ima vedno trivialno reSitev (samo nicle). Vendar nas zanima reSitev z majhnimi naravnimi
Stevili.

V naslednjih okvirjih imamo abstraktno kemijsko enacbo, pripadajoci sistem diofantskih enacb in
reSitev.

rAB: +ypCy +2zDy =w AT +50B
Xﬁ?EﬁCQ +yC; :ZHCQ + W Bgc
xﬁ4+yB3:zHBg Al r=w
& Tr==2 Bl3x=s
A ldr=x B Ay =2dw Cldrp=w
Bl3r=2i= Cl2x+2y=w+icz DfZz=s
¥ |= X z (w x z (w |5
g |12 2|15 (14 ]a 411 |64 12
XﬁBC4 +J?D4Cm :ZH3DC4 + W Bgc? XﬁgB; +r ch :ZC3;¢LD6 + W CQB
& r=3=z & 2x==z
B xr=2w B 3x=w
Cldxr+10p="w+4= Clrp=2w+3z
D dy==z D y=hz
x|y |z |w x|y |z |w
1211 [4]a 11223
yABy +pCD=zA +wDy +5CB rABy + D =z4 +wDs +5C,B
& —z A =z XAB3+‘}?CQ=ZA2+WBQC
Blir=s Bl Z2xr=s n >
X=4=F
g 2}:;5 g 2-}’__325 B (3:=2w
F=aw F=ow Cliy=w
¥ |F [z |w|s |y |z (w|s "BERE
21212101 |4 Ila 3|2 41312 1a

Izidor Hafner
"Balancing Abstract Chemical Equations"
http://demonstrations.wolfram.com/Balancing AbstractChemicalEquations/
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GrafiCna resitev problema odmerjanja
koliCine vode

Klasicen problem odmerjanja c litrov vode z vr¢ema za a in b litrov, pomeni reSevanje diofantske
enacbe ax+by=c. Tokrat nas zanima $e reSitev, ki zahteva najmanjse Stevilo dejanj (odlitij in izlitij).
Recimo, da moramo z vr¢ema za 7 in 9 litrov odmeriti 47 litrov. Spodnja slika prikazuje nekaj
reSitev diofantske enacbe 7x+9y=47.

7 x+9 y=47
7 x+9 y=83

10

-10

—iS —iO —‘5 0 5 16 ls —iS —iO —‘5 0 % lb 1‘5
Kvadrat pa je graf relacije xI+lyl=7. ReSitev je z najmanj dejanj je (-1, 6).
Kaj pa ¢e so dovoljena le dolivanja (i3¢emo samo nenegativne resitve). Ce je ¢ manjse ali enako
Frobeniusovemu $tevilu, to je ab-a-b, potem se lahko zgodi, da reitev ne obstaja. Ce pa je c>ab-1,
potem nenegativna reSitev zanesljivo obstaja.
Desna slika nam prikazuje reSitve enacbe 7x+9y=83. Nenegativna resitev je (8, 3). Kaj nam
prikazujeta spodnji sliki?

4 x+5 y=T1 3 x+4 y=71

15 15
10 10
5 5
0

0 N
-5 -5
-10 -10
-15 15
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Recimo, da moramo odmeriti 1 liter. Zdaj seveda nimamo nenegativnih reSitev.

4 x+7 y=1
7 x+10 y=1
15
15
10
10
5
5
0
0
-5
-5
-10 _10
-15 -15
-15 -10 -5 0 5 10 15 -15 -10 -5 0 5 10 15
7 x+9 y=1
5x+9 y=1
15
15
10
10
5
5
0
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Resitve

Barvni sudoku
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Latinski kvadrati
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Sudoku s ¢rkami

2 3 1
D A A
1 4 3
D B D
3 2 4
C A A
4 1 2
D C C
2 3 4
C A A
4 1 3
C C D
3 2 1
B B D
1 4 2
B B D
2 3 1
D B C
4 1 3
A B A
1 2 4
A C B
3 4 2
C D A
3 2 1
B A B
2 3 4
C C D
4 1 3
C A A
1 4 2
D B D

1 2 3 4 1
D A D C
4 3 2 1 4
D A D C
2 1 4 3 3
A B C C
3 4 1 2 2
A B C A
2 1 4 3 4
C D A A
1 3 2 4 2
C C B D
3 4 1 2 1
A B D C
4 2 3 1 3
A D A C
4 1 3 2 3
C C B B
1 4 2 3 1
A C A A
2 3 4 1 4
D B B B
3 2 1 4 2
A D D D
4 3 2 1 3
A A C C
3 2 1 4 1
C A C D
2 1 4 3 4
D A C C
1 4 3 2 2
D B B D
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Rdedi kvadratki

R |2 10 R|IR |1
1|2 R R 2 R|3
2 2 3R |2 21210
R|IR |1 2 | R R
02 |R 0 0
R 2 | R 0 2
1 R |2 0O | I R 2 R
I ]1
I | R 2 | R 0
R |3 0 0
2 R |2 R
2 | R R|2|0 R| 2R |1
1|1 I | R |1 0
R 21313 1 0
R| |R R R |1 R |2
I |2 1 I | R|1
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Krizne vsote




Logika & razvedrilna matematika

44

Krizni produkti
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Labirint na kocki

21 20 16 1
2 23 15 2
8 9 10 13 3 4 5
1 12 11 17 12 11 10 9
7 2 14 13 14 3 2
6 3 15 16 18 19 21 8
4 18 20 7
5 19 17 6
17 1 2 3
16 2 12 2%
6 7 18 15 3 4 5 21 13 1 10 2 3 4 20
9 8 19 14 13 12 11 10 18 14 15 9 1 6 5 19
3 2 7 17
20 21 8 16
18 21 2 3
19 20 9 8
16 15 14 3 2 2 3 17 15 14 10 7 6 5 4 1
1 12 13 4 1 7 8 9 16 13 11 3 2% 0 19 18
5 6 2 21
10 12 17
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Labirinti na enostavnih poliedrih

2 7
3 6
4 5 19 20 1 12 13

21

23
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Imena likov
1.

Stavek pod Stevikko 2
je odvisen od ostalih .

@a A

Stavek pod Stevilko 4
je odvisen od ostalih .

@

@

Stavek pod Stevikko 2
je odvisen od ostalih .

@ @
RERO,

Stavki so neodvisni .

2

Stavek pod Stevikko 3
je odvisen od ostalih .

A

N

Stavek pod Stevilko 2
je odvisen od ostalih .

@
o ©

A

Stavek pod Stevikko 4
je odvisen od ostalih .

®
AN\ A

Stavek pod Stevilko 4
je odvisen od ostalih .
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3

Stavek pod Stevikko 3
je odvisen od ostalih .

A
A

Stavek pod Stevilko 2
je odvisen od ostalih .

©
&

A

@

Stavek pod Stevikko 4
je odvisen od ostalih .

@

A /N A

Stavek pod Stevilko 4
je odvisen od ostalih .
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Labirinti na robovih poliedra

1.
6\9 M
1
<2
2
1
(7, 11, 12, 8, 2, 1, 5} {5, 3, 9, 12, 10, 8, 2, 1}

{4, 10, 7, 11, 5, 1, 2} {6,

e

{7, 4, 2, 6, 9, 12, 11} {2, 6, 8, 12, 10, 7, 11, 5, 3}
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[

{4, 9, 1, 3, 10, 14, 11, 8, 6, 2} {8, 5, 12, 13, 9, 7, 3, 2, 1}

N

X

1
B I
1 3\}
X1 4\7
i
{1, 2, 3, 10, 7, 4, 9} {14, 11, 8, 6, 2, 3, 7, 9, 4}

1

i
e

13—+

(11, 8, 12, 13, 9, 7, 3, 2, 6} (2, 1, 5, 12, 8, 11, 10, 7, 4}
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N

1Ny
o

<N\
1
H3T

{1, 7, 3, 4, 6, 5, 9} {5, 3, 4,8, 2,1

9 A

9
3, 7, 8, 2,1, 9, 10} 6, 4,8,7,1, 2, 10}

A 2
e\ié

-

{11 9’ 10’ 6’ 4’ 3’ 5} {41 8’ 7’ 1’ 2’ lol 6}

)
h]
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4.
I J/ Q %
{6, 1, 5,7, 2,8, 10} {3, 5, 7, 9, 10, 6, 4, 1}
< ;&i 10
1\)7
{2’ 8’ 4’ 3’ 7’ 9’ 10} {7’ 3’ 5’ 9’ 10’ 8’ 4’ 1}
57

{51 7’ 2’ 8’ 6’ lOl 9} {31 7’ 9’ 5’ 1’ 6’ 8}
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Grupe

Sli¢ice na drugi sliki moramo zaporedoma oznaciti:
{10, 8, 15,12, 13,3,4,6,7,11, 16, 17,9, 14,2, 1, 5}
Linearne grupe:

a) {1,4,3,5,2,7,6},{6,3,7,2,1,5,4}

b) {5.7,4,3,2,1,6},{5.1,4,3,6,2,7}

Prostorska predstavljivost

a) b)
1 2 3 1 2 3
1 3 10 5 1 7 4 5
2 4 1 7 2 2 2 3
3 8 1 8 3 2 1 3
4 3 7 4 4 1 2 3
5 2 10 12 5 2 4 6

Labirinti na zemljevidu

---
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Vecdelni labirinti na zemljevidu
1.
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Odstranjene kockice

59 78
73 50
83 55
87 65

Kocki dolo¢i mrezi

82
53
56
80

4,1,3,1,2,1.
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